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  الملحق
  الأول

   المتَّجِهاتVECTORS  
واتِّجـاهmagnitude   وهو كميـةٌ ذات مقـدارٍ   . المتَّجِه هو كينونةٌ رياضيةٌ تتَّسم بخواصٍ عددية وهندسية على حد سواء

direction  وخط عملline of action .متَّجِه تَّجِه بخطن تمثيل المكمهو عبارة عن سهم : ويarrowطولُه، ب ، ةدحأية و
من نقطة الأصل، أما الخط الذي ينطبـق  ) رأس السهم(ملائمة، يكون بمثابة مقدار المتَّجِه، ويتحدد اتجاهه بموقع نقطة نهايته 

خط عمل المتجه، كما تمثل القطعة  OAيمثل الخط  .1 كلـالشوفي . فهو خط عمله collinearعليه المتَّجِه، يتسامت معه 
وبالعادة يكـون طـول المتَّجِـه    . Bمن نقطة الأصل  Cقداره بينما يتمثل اتِّجاهه بموقع نقطة النهاية م) طوله( BCالخطية 

  .  اعتباطياً، باستثناء الحالات التي نستخدم فيها نظرية المتَّجِهات لحل بعض المسائل هندسياً

 ومن المهم المعرفة أنه، بالإضافة إلى الكينونة الرياضية التجريدية فإن
تمثيل الهندسي للمتَّجِه يكاد يكون ضرورة، على عكس العدد الذي يأخذ ال

وسندعو التمثيل الهندسي للمتَّجِه بالرسم . تمثيله الهندسي طابع الطرافة
وفي العادة، سـيرافق كـلَّ   . arrow diagramالسهماني أو السهمي 

أو تمرينٍ في الميكانيكا الكلاسيكية، وحيثما يلزم ذلك، رسم بياني  مسألة
. يتخلله أسهماً، تعكس تموضع الكميات المتجهة في المسألة قيد البحـث 

ويعتبر متَّجِه الموضع والسرجهة والقوة والزخَم والزخَم الزاوي وغيرها 
  .كميات متجهة أو متَّجِهات
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 .1كل ـ

وكما هو معروف ، . إزاحةٌ على امتداد المحور الحقيقي عدداًويمثل سهم ما متَّجِهاً بنفس المعنى بالضبط، الذي تمثل بمقتضاه 
أمـا فـي العمـل    . ، اصطلاحاً، للإشارة إلى المتَّجِهاتboldface typeيستخدم في العمل المطبوع البنط الأسود الثخين 

rالمكتوب باليد، فيرمز إلى المتَّجِه عادةً بسهمٍ يوضع فوق الحرف، مثلاً
 من اليسار إلى اليمين وبعرض الحرف نفسـه ، .

كمـا يرمـز    ..2.1كل ـشأو بالبنط الأسود الثخين،  .1.1كل ـشوفي الرسومات البيانية يعرف المتَّجِه باسمه إما عادياً، 
كميات العددية بالبنط العادي ، بينما يرمز للأعداد وال|r| أو بين قضيبين رأسيين rلمقدار المتَّجِه بأيٍ من الصورتين، العادية 

normal  type.  

1.  جمع المتَّجِهات وطرحهاAddition and Subtraction of Vectors  
، يوضع السهم الممثـل للمتَّجِـه   1م ـرسفبعد تحديد طوله واتَّجاهه، . .2كل ـالشيمكن تمثيل عملية جمع متَّجِهين كما في 

حينئذ، . 3م ـرسأو بالعكس،  ،2م ـرسبحيث يقع ذيله عند رأس السهم الأول،  bالثاني جِزافاً، بينما يوضع السهم  aالأول 
وجبرياً، يكتب ). الهندسي(تِّجاهي مجموع السهمين الإ bإلى رأس السهم الثاني  aيمثل السهم المرسوم من ذيل السهم الأول 

  تِّجاهي لمتجهين على الصورة المجموع الإ
a  + b = b + a  = c 1. 

  . commutativeأن جمع المتَّجِهات تبادلي ،.2كل ـالش .1وينتج من المعادلة 
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    .2كل ـش

كل ـالشونُدلِّل على خاصية الترافق هندسياً كما في  .للجمع صحيحةٌ أيضاً للمتَّجِهات associativeالترافق  كما أن خاصية
3. .تَّجِهاتتلك الخاصية يجوز حذف الأقواس عند جمع ال إذ بفضل4م ـرس – 1م ـرس، م. 

R = (a + b) + c = (a + c) + b = a  + (b + c) = a + b + c 2. 

a
b

c

1رســـم

(a+b)

a

b

cR

R = (a + b) + c 
      2رســـم

(b+c)

a
b

cR

R = a +(b + c)
4رســـم

(a+c )
a

b

c
R

R = (a + c) + b 
3رســـم

a
b

c

1رســـم

(a+b)(a+b)

a

b

cR

R = (a + b) + c 
      2رســـم

(b+c)
(b+c)

a
b

cR

R = a +(b + c)
4رســـم

(a+c )
(a+c )

a

b

c
R

R = (a + c) + b 
 3رســـم

 .3كل ـــش

كما يمكن أن يوسع الرسم التوضيحي السهماني ليشملَ جمع أي عدد من المتَّجِهات، مما ينْتُج عنه محصلةً إجماليةً تسـاوي  
إذا افترضنا أن جسماً ما يتعرض إلى تأثيرات  ،مثلاً. general vectorوه المتَّجِه الرئيسي المجموع الاتِّجاهي، والذي ندع
  يمثل جبرياً بالعلاقة ) لمحصلة القوى(فإن المتَّجِه الرئيسي  ،.4كل ـش عدة قوى من اتِّجاهات مختلفة،

R = a  + b  +  c  +  d + e +  f + g 3. 

a

b

c d

e
fa

b

c

de

f

R

R

3رســم 2رســم 1رســم 

b
c

e f
Rd a

a

b

c d

e
fa

b

c

de

f

R

R

3رســم 2رســم 1رســم 

b
c

e f
Rd a

b
c

e f
Rd a

 
 .4كل ـــش

وندلِّل على طرح المتَّجِهـات بالرسـم   . يعرف طرح متَّجِه من آخر، بأنَّه جمع سالب المتَّجِه إلى هذا الآخرمن جهة أخرى؛ 
  ، الذي يمكن كتابته على الشكل .5كل ـشالسهماني، 
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 .5كل ـــش

c  = ( - b ) + a  = a  + ( - b ) = a - b 4.    
2.  ية عدديةفي كم ضرب متَّجِه   
 k، إذا كانـت  a، واتَّجاهه موازٍ للمتَّجِه kaبأنه متجِه جديد مقداره  aفي المتَّجِه  kعرف حاصل ضرب الكمية العددية ي

ويمكن تصوير عملية الضرب هندسياً كعملية مط . سالبةً k، إذا كانت aلنفس المتَّجِه  antiparallelموجبة، ومواز عكسياً 
  مثلاً، تعني المعادلة الاتِّجاهية. .6كل ـشون تغيير خط عمله، أو انكماش للمتَّجِه بد

a    =  2 b 5. 

  كذلك، إذا ارتبط زوج آخر من المتَّجِهات بالعلاقة . 1 مـرسواتِّجاهه وخط عمله،  bله مثلا مقدار المتَّجِه  aأن المتَّجِه 
a   = - 0.45  b 6. 

أما  ..6كل ـش، 2م ـرس، aمن مقداره مع تغيير اتِّجاهه فقط، يعطي المتَّجِه % 45إذا ما تقلص إلى  bفإن المتَّجِه 
  المعادلة
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  .6كل ـش

c  =  1.6 b 7. 
وعلى نفس الغرار فإن6. . كل ـش، 3م ـرس، cمقداراً مع ثبات اتِّجاهه تُعطي المتجِه % 60بـ  bفتعني أن زيادة المتجه 

  المعادلة 
a  =  ( - 4 ) b 1.8. 

  لها نفس المدلول كالمعادلة
a  =  4 ( - b ) 2.8. 

ويمكن أن . وإن كان لهما خط العمل نفسه b، كما أن اتِّجاهه مضاد لاتجاَه المتَّجِه bأربعة أضعاف مقدار المتَّجِه  aفللمتَّجِه 
  لحساب المتَّجِهات distributive lawتَلَف عمليتا الجمع والضرب بواسطة كمية عددية فتعبرا عن قانون التوزيع أْت

C = k c  = k ( a + b ) = k a + k b 9. 
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أي أن جمع متَّجِهين، ومن ثم ضرب المجموع في كمية عددية يعطي النتيجة نفسها مثل ضرب المتَّجِهين كلّ على حدة في 
 associative law ofربي كما يسري أيضاً قانون الترافق الض ..7كل ـالكمية العددية قبل جمعهما، ش

multiplicationر عنه بالعلاقةعبالذي ي ،  
k ( n a )  = ( k n ) a 10. 

وتُعرف خاصيتا الترافق والتوزيع، إذا ما أُخذتا معاً، ما يدعى بالخاصية 
  والتي يعبر عنها بالمعادلة  linearityالخطِّية للمتَّجِهات

k( n a + m b) = ( k n ) a + (km) b 11. 

وإذا كانت الخواص الجبرية العامة للمتَّجِهات التي عبر عنها حتى الآن 
مطابقةً لخواص الأعداد، فلا يعني ذلك أن جميع القواعد المألوفة لجبر 

  .الأعداد يصلح أيضاً لجبر المتَّجِهات

C=kc

ka

kb
a

b
c

C=kc

ka

kb
a

b
c

  

  .7كل ـش

3. متَّجِه الموضع  The Position Vector     
). موضع أية نقطة، سواء احتلها الجسـيم أم لا (تَّجِهة الفيزيائية الذي يـحـدد موضع جسيمٍ في المكان أحد أهم الكميات الم

ويكون مقداره هو المسافة بين نقطة التأثير ونقطة أصلٍ مختارة جزافاً، بينما يعرف اتِّجاهه اتِّجاه نقطة التـأثير مـن نقطـة    
لمقداره كما لاتِّجاهه مغزى هندسـياً، بخلاف معظم الكميات المتَّجِهة الأخرى، إذ  ومن مميزات متَّجِه الموضع، أن. الأصل

وأخيراً يعتبر متَّجِه الموضع متَّجِهاً معيارياً تُعينُنا خواصه على تعريـف متَّجِهـات   . يعتمد تعريفه على اختيار نُقطة الأصل
  .rهذا، وإن رمزاً مألوفاً لمتَّجِه الموضع هو . أخرى
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  .8كل ـش
وغالباً ما يكون هذا ملائمـاً،  . وإنَّه لَعرفٌ شائع، أن نرسم السهم التمثيلي لمتَّجِه موضعٍ من نقطة الأصل إلى النقطة المعينة

بيد أنَّه لمن المهم أن نتذكر أن السهم لا يـؤثر إلا علـى   . حيث يضمن الحصول على الاتجاه الصائب والطول النسبي للسهم
فمتَّجِه الموضع لنقطة مختلفٌ تماماً عن خط يصل نقطة الأصل بالنقطة . فردة، وأن وضعه الفعلي في الرسم ليس مهماًنقطة م
، Aفيمكن تمثيل مواضع مجموعة الجسيمات المادية . على مثالٍ آخر من متجهات الموضع .8 كلـالشوندلل في . المعينة

B وC الأصل عن النقاط 2مد اختيار الأسهم في أحد الرسمين بأيٍ من الشكلين المذكورين، بحيث نتع أقصر من أبعاد نقطة ،
A  ،B  وC، 1م ـرس. 
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1.3. ةدحالو تَّجِهم  vector Unit    
ورياضياً يتحدد متجه الوحدة كحاصل قسمة المتجـه علـى   . متَّجِه، مقداره وحدةٌ لا بعدية واحدة يؤثر بنفس خط عمل المتَّجِه

  اره مقد

u U


U
 12. 

كل ـشبالترتيب،  zو  x  ،yالمعرفة للمحاور المتعامدة يمينياً  kو  i  ،jوبالعادة يرمز لِمتَّجِهات الوحدة الديكارتية بالرموز 
2.10..  كما يرمز لمتجهات الوحدة القطبية بالرموزre  للإحداثي القطبيr  وe ة للإحداثي المستعرض، الزاوي . وعلى

  . على الترتيب nوالعمودي  tمتجهي الوحدة الطبيعيين للإحداثيين، المماسي  enو  etالمنوال نفسه، ندعو 

4.  ةالإزاح متَّجِهThe Displacement Vector  
وهذا هو متَّجِـه موضـعِ   . يدعى الفرق بين متَّجِهي موضعٍ متَّجِه إزاحة

وعلـى  . خرى، بدلاً من نقطة الأصلإحدى النقطتين نسبة إلى النقطة الأ
كل ـش، Bبالنسبة للجسيم  A، هو متَّجِه موضع الجسيم rA - rBذلك، فإن  

9. دعى أيضاً بالإزاحة منالذي ي ،B  إلىA .  وكما يظهر في الشـكل
وفي الفيزياء . نفسه، يكون متَّجِه الإزاحة مستقلاً عن اختيار نقطة الأصل

متَّجِهات الإزاحة كالتغير فـي موضـع    والميكانيكا بشكل خاص، تظهر
  فنكتب . t2و  t1جسيم بين الزمنين 
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rA - r

B
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.9كل ـش

r  = r ( t2 ) - r ( t1 )   13. 
      . عند الحركة المنحنية أو الدورانية Sبالرمز  rكما يستعاض عن الرمز 

5. اتتَّجِهات المكِّبرم Components of Vectors   

إذ يكـون  . موضع، من الضروري أن نختار نقطةَ أصلٍ اعتباطية قد تقع عند أية نقطة مناسبةحتى نُعرف متَّجِه ال
مناسباً إلى حد بعيد عند دراسة المتَّجِهات، رغم عدم ضرورته، اختيار فئة اعتباطية من اتِّجاهات الإسناد؛ كـأن  

نعرف أي متَّجِه كالمجموع الهندسـي لمتَّجِهات ف. zو x ،yنختار الإحداثيات الديكارتية اليمينية المميزة بالمحاور 
  موازية للمحاور

r = rx  + ry  + rz 1.14. 
 ،.10كل ـ، ش1م ـرسفي  rالمتَّجِه إلى مركِّباته، مدلَلٌّ عليها للمتَّجِه  resolutionوهذه العملية، التي تُدعى تحليل 

ب بمقتضاه مركبة المتَّجِه كحاصل ضرب كمية عددية وأخرى وثمة تحليلٌ آخر يكون ملائماً أيضاً، تكت. 1رسم
الموازية للمحاور الديكارتية  kو  i ،jومتَّجِهات الوحدة، والمعروفة بالرموز . unit vectorsمتَّجِهة طولها الوحدة 

x ،y  وz  نَةٌ فييبكل ـش، 2م ـرسعلى التوالي، م10. . وعلى ذلك يمكن كتابة المتَّجِهr  ةدحبدلالة متَّجِهات الو
  على الصورة 

r  =  x  i + y  j +  z k 2.14. 

  .والتي قد تكون موجبة أو سالبة أو صفراً rبمركبات المتَّجِه  zو  x  ،yوتدعى الكميات العددية 
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كل ـشالمتَّجِه على المحور المعين،  projectionمسقط  وهندسياً، فإن مقدار مركبة المتَّجِه على محور ما، يساوي طول
11.. مضروباً في جيب تمام الزاوية المحصورة بين المتَّجِه والمحور ويمكن التعبير عن مسقط المتَّجِه كمقدارِه  
  

r

ry
rx

rz O
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y

x 1
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j i
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z






2 2رســـم 1رســـم 
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j i
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x
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j i

k
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z






2   2رســـم 1رســـم 

  .10كل ـش

x = rx = r cos (r, i) = r cos  
y = ry = r cos(r, j)  = r cos  15. 
z = rz = r cos(r, k) = r cos   

 magnitudeنجد أن مقدار  .01كل ـالشوبتطبيق نظرية فيثاغورس على 
 يكون rالمتَّجِه 

a

b
a cos

 
   

.11كل ـش

r  =  r = x y z2 2 2   16.  

6.. حاصل الضرب القياسي The Scalar Product   

حاصل ضرب مقداري المتجهين وجيب تمام الزاوية  ، بأنهab، الذي يكتب b و aيعرف حاصل الضرب القياسي للمتجهين 
  المحصورة بينهما

ab    = a  b cos  ( a, b) 17. 
أي أن . وبما أن أياً من العوامل الثلاثة على اليمين لا يعتمد على اختيار الإحداثيات يكون حاصل الضرب هذا كميةً قياسيةً

، الذي bعلى امتداد المتَّجِه  aهو مركِّبة المتَّجِه  a cos(a,b) = a cos والائتلاف . مقداره لا يتغير بتغير الإحداثيات
، انظر b) امتداد(على  a، أو بشكلٍ مختصر مركِّبة a ،a = a cos(a,b) = a cos يدعى المركبة العمودية 

  ولذلك نكتب  ..11كل ـالش
ab  = ab  = ab 18. 

  أن حاصل الضرب القياسي تبادلي  .18و  .17ح من التعريف، والمعادلتين الأخيرتين واض. aعلى  bمركبة  bحيث إن 
a  b  = b  a 19. 

  ولذلك، فحاصل الضرب القياسي لمتَّجِه في نفسه هو مربع مقداره
a  a  =  a2 20. 
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  كما أن حاصل الضرب القياسي لمتجه الوحدة في نفسه يساوي الوحدة 
i  i   =  j  j  =  k  k  = 1   &   e e = 1 ……………etc. 21.  

في المعادلة  cos (a,b) = cos 90 = 0فباستبدال . بينما يكون حاصل الضرب القياسي لمتجهِين متعامدين صفراً
17. ينتج أن ،  

i  j  =  j  k  =  k  i   = 0  et en = er e = 0 ……etc 22.  
  تين الأخيرتين بغية التعبير عن حاصل الضرب القياسي بدلالة المركبات، فنكتب ونستطيع أن نستغل الخاصي

a  b  = (ax i +  ay j  +  az k)  (bx i  +  by j +  bz k  ) 23. 
  والذي يمكن فكه وفق القواعد الجبرية المعتادة

a  b  = ax bx  +  ay by  +  az bz 24. 
  سي بالخاصية الخطية المعبر عنها بالعلاقةوأخيراً، يتَّسم حاصل الضرب القيا

c ( n a  +  m b )  =  n  c a  +  m c  b 25. 
  وكتطبيق مباشر على حاصل الضرب القياسي لمتَّجِهين، يمدنا تعريف الشغل بمثالٍ بسيط عليه

dA =  F  dS  = Fx d x  +  Fy dy  +  Fz dz 

  .يعطي الشغل dSاحة مضروباً في متجه الإز Fأي أن متجه القوة 

7.  1حاصل الضرب الاتجاهي The Vector Product   

بأنَّه ، a  bالذي يكتب  bو aيعرف حاصل الضرب الاتجاهي للمتَّجِهين 
وتحدد قاعدة اليد . متَّجِه متعامد على المستوى الذي يحوي المتَّجِهين الأولِين

فإذا ما  ..12 كلـش، b و aالمتعامد مع كلٍ من  cاليمنى اتجاه المتَّجِه 
عبر الزاوية ( bثم قُوست باتجاه  aاتَّجهت أصابع اليد اليمنى على امتداد 

  cفإن إبهام اليد اليمنى يشير إلى اتجاه ) bو  aالصغرى بين 
c  =  a  b 26. 

، bو aبحاصل ضرب مقداري المتَّجِهين  cكما يتحدد مقدار المتَّجِه 
  المحصورة بينهمامضروباً بجيب الزاوية 

c = ab  = a b sin  ( a,b)  =  a b sin  27. 

a

b

c = a × b

 

c

-c

 c = - b× a 

  

.12كل ـش

واســتناداً إلى التعريف، فإن حاصل الضرب  ..12كل ـ، شbو aالزاوية الصغرى المحصورة بين المتَّجِهين  حيث 
، والمعادلة .27تعطي الصيغة  180فر والمحدد مقدارها بين الص كما أن الزاوية . الاتجاهي لمتَّجِهين متوازيين هو صفر

26.  بالتحديد، مقداراً موجباً أو صفراً للمتَّجِهc . ةددحوهندسياً يمكن التعبير عن حاصـل ضرب المتَّجِهين بالم
determinant  

  

 ، كما يدعى حاصل الضرب ، نسبةً إلى شارة الصليبcross productيسمى أيضاً بحاصل الضرب التصالبي   1
  .dot  productالقياسي بالنقطي 
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c  =  a  b  = 
i j k

 a   a  a
 b   b   b

x y z

x y z

  28. 

 = (ay bz - az by ) i + (az bx -ax bz ) j + (ax by -ay bx) k 
  ويتَّسم حاصل الضرب الاتجاهي بالخاصية الخطية أيضاً

c  ( n a  +  m b )  =  n  ca  +  m cb 29. 

  
 anti commutativeلياً إلا أنَّه ليس تباد

ab     ba    &    ab  =  - ba     30. 
 sinبناء على ما ورد أعلاه، يكون حاصل الضرب الاتجاهي لمتَّجِهي وحدة متعامدين متَّجِه الوحدة الثالث بالترتيب ، إذ أن 

=1 90 في المعادلة ،26. . كلين ـالشونستنتج من10. أن  
i  j   =  - j  i  = k 

j  k  = - k  j  = i   31. 

k  i  = - i  k  = j 

في نفسه هو صفر وعليه نكتب. كما أن حاصل الضرب الاتجاهي لمتَّجِه  
i  i  =  j  j  =  k  k  = 0  32. 

 v = فالسرجهة  .وتعتبر كلٌ من السرجهة والتسارع والعزم الدوراني والزخم الزاوي أمثلةً على حاصل الضرب الاتِّجاهي
 r والتسارع ،a =   v  والعزم الدورانيM = r  F  والزخم الزاويL = r  mv.  

8.  حاصل الضرب الثلاثيTriple Product   

وينْعت هذا الحاصل بالاتجاهي، . يعرف حاصل الضرب الثلاثي بأنه حاصل ضرب متَّجِه في حاصل ضرب متَّجِهين آخرين
 c  b  ( aوبالقياسي إذا كان الناتج كميةً قياسيةً  ،.13كل ـ، ش ) b  a( c و أ  c )  b  a(اً إذا كان الناتج متجه

  وسنورد العلاقات الرياضية التالية دون برهان.  c ( a  b )أو  (

E = a × b

D = E×c = (a×b)×c

G = c×E = c×(a×b)  

a

b90o

dc

G E

D





 D = - G

90o

E = a × bE = a × b

D = E×c = (a×b)×c

G = c×E = c×(a×b)  

a

b90o

dc

G E

D





 D = - G

90o

  

 .13كل ـش
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a  ( b  c )    ( a  b )  c   a  ( c  b )  

a . b  c  =  b . c  a  = c . a  b  =  b  c . a  =  a  b . c 33. 

a .  b  c  =  a  b . c  =  c . a  b 
إذا كان إثنان من المتجهات الثلاثة متوازيين، أو أن أحدهم يوازي  a  ( b  c ) = 0ويتلاشى حاصل الضرب الثلاثي 

  . المتَّجِه الناتج كحاصل ضرب المتَّجِهين المتبقيين

9. يرة مع الزمن، المشتقة  المتَّجِهات المتغThe Derivative  

يرمز إلى متَّجِه موضع جسيم  r(t)، فإن المتَّجِه t2و t1كما أوضحنا سابقاً عند تعريفنا لمتَّجِه الإزاحة عند اللحظتين 
، r(t)فإذا رمزنا إلى متَّجِه موضع مركبة فضائية تدور حول الأرض، الذي هو دالة زمنية . tفي اللحظة الزمنية 

 ، هو.13، في المعادلة 2tو  1tبين اللحظتين ) تغير الموضع(، فإن تعريفَ متَّجِه إزاحة المركبة .14 كلـش
على الفترة  t2و  t1حاصل قسمة متَّجِه الإزاحة بين اللحظتين . تعريفٌ ينطوي فقط على طرح متَّجِه من آخر

  وسطة ، يعرف السرجهة المتt ،t = t2 -  t1الزمنية 
v ave 





r r r(t ) ( t )

t t t
2 1

2 1




 34. 

وحتى تكون السرجهة المتوسطة مقياساً دقيقاً لحركة الجسم، فلا تعتمد على 
الفترة الزمنية بل على اللحظة الزمنية المعينة، من الضروري تعريف 

وتُعرف ). اللحظية(المفهوم الرياضي لمشتقة متَّجِه الموضع، أو السرجهة 
، إذا ما وجدت هذه t1السرجهة المتوسطة عند الزمن السرجهة بأنها نهاية 

A  أو رياضياً . للصفر tالنهاية، عندما  تؤول الفترة الزمنية 

B

الأرض

v2v1

 1رســـم

-v
1

v

v2

2رســـم

A

B

الأرض

v2v1

 1رســـم

-v
1

v

v2

  2رســـم

.14كل ـش

v 



 

lim lim
t t 


0 0

r r r(t ( t )2 1)
t t

 

  أو بشكلٍ مختصر السرجهة تكافئ مشتقة متَّجِه الموضع 

v 
d
dt
r  35. 

  يكافئ مشتقة السرجهة التسارع ) متَّجِه(وعلى نفس المنوال 

a r
 

d
dt

d
dt

v 2

2  36. 

  .الأساس لكينماتيكا المتجهات .36و .35حيث تمثل المعادلتان الأخيرتان 
وأبسط . يشكل تغيراً في المتَّجِه) أو في كلتيهما(وبما أن المتَّجِه موسوم بمقدارٍ واتِّجاه، فإن تغيراً في أيٍ من هاتين الخاصيتين

والمركبة  .فسيارة سباق على مسارٍ أفقي، قد تغير من سرعتها دون تغيير اتجاهها. ذلك الذي يحدث في المقدار فحسبتَغَيرٍ، 
، v [km/s]18 =المتحركة في المدار الدائري حول الأرض بسرعة ثابتة ومقدارها  ،.14كل ـلشافي  1 مـرسالفضائية، 

وتبعاً لذلك، يحسب مقدار . بدون تغيير مقدار السرعة Bشرقاً في نقطة  v2لى ، إAشمالاً في النقطة  v1تُغَير سرجهتها من 
 التغير في السرجهة 
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|v| = v2 - v1 = v2 + ( -v1) = |v 2 | = 18 2  [km/s] 

   ..14كل ـالشفي  2إلى الجنوب الشرقي، رسم  45بالزاوية ) التغير(كما يميل اتجاهه  

10. هاتتفاضل وتكامل المتَّج Vector Calculus   

هذه الصيغ تصلح للتفاضل بالنسبة إلى . tنلخص هنا أهم الصيغ لتفاضل وتكامل المتَّجِهات، التي منها المشتقات بالنسبة للزمن 
  ا بالمعادلةوكما هو معروف من الرياضيات فالتفاضل عملية خطية، يعبر عنه. أية متغيرات عددية أخرى

d
dt

n m n d
dt

m d
dt

( )a b a b
     37. 

  كما تتحدد مشتقة حاصل ضرب كمية عددية وكمية متجه بالعلاقة. ، ثابتان عدديانmو nحيث 
d
dt

f f d
dt

( )a a
   38. 

ياسي ولحاصلي الضرب الق. والتي تشبه تماماً الصيغة المناظرة لمشتقة حاصل ضرب كميتين، إحداهما عددية والأخرى دالة
  قواعد بسيطة للتفاضل، منها العلاقتان   -على حد سواء  - والاتجاهي 

d
dt

d
dt

d
dt

( )a b a b a b
       39. 

d
dt

d
dt

d
dt

( )a b a b a b
      40. 

  . حيث يكون ترتيب العوامل مهماً في المعادلة الأخيرة فقط

11. التدرج The Gradient 

ويعرف  grad f، يكتب f هذه الدالة كل نقطة، فإن تدرج تفاضلية عند، متصلة وf = f (x,y,z) = 0 ،الدالة كانتإذا 
  رياضياً 

grad f kji z
f

y
f

x
f








  41. 

  وبصيغة أخرى . يمثل هندسياً المتجه الذي يشير لاتجاه أكبر معدل زيادة في الدالة في تلك النقطةوالذي 

grad f   df
dn

 en     42. 

dfأما. df  0، يوضح الإتجاه الذي يكون فيه f (x,y,z) = 0 متّجِه وحدة عموديٍ على السطح enحيث 
dn

فهو المشتـقة  

 fبالرمز  تَدرجكما يرمز لل .fالعمودية لدالة السطح 

grad f  =   f  43. 

  رياضياً تفاضل الدالة  مثلحيث ت )نَابلَه( nablaأو ) دلْ( delالتي تقرأ 

kji zyx  







  44. 


