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مثѧل  "في الفيزياء الكلاسيكية إذا أردنا إيجاد قيمة أي آميѧة فيزيائيѧة لجѧسم ماآروسѧكوبي                 

فإننѧѧا نѧѧستخدم أجهѧѧزة القيѧѧاس المناسѧѧبة فѧѧي آѧѧل حالѧѧة " الѧѧسرعة أو الطاقѧѧة الكليѧѧة أو آميѧѧة الحرآѧѧة

  ".مثلاً نستخدم الرادار لتعيين سرعة سيارة أو طائرة"

أردنѧѧا إيجѧѧاد قيمѧѧة أي آميѧѧة فيزيائيѧѧة لجѧѧسم ميكروسѧѧكوبي فإننѧѧا    نيكѧѧا الكѧѧم إذاأمѧѧا فѧѧي ميكا

نبحث أولاً عن شكل المؤثر الذي يمثل هذه الكمية الفيزيائية، ثم نوجد حل معادلة القيمة الملائمѧة                 

 فمѧثلاً إذا . الكمية الفيزيائيѧة  عملية قياس  نتيجةلهذا المؤثر للحصول علي القيم الملائمة التي تمثل  

 لإلكتѧѧرون ذرة الهيѧѧدروجين، نوجѧѧد أولاً الѧѧشكل المناسѧѧب لمѧѧؤثر Eأردنѧѧا أن نوجѧѧد الطاقѧѧة الكليѧѧة 

 الذي يمثѧل الطاقѧة الكليѧة للإلكتѧرون محѧل الدراسѧة، ثѧم نحѧل معادلѧة شѧرودنجر                      Ĥالهاميلتونيان  

  .سها والتي تمثل المقادير المطلوب قياEn للحصول علي القيم الملائمة 

ولأن المѧѧؤثرات تلعѧѧب دوراً رئيѧѧسياً فѧѧي ميكانيكѧѧا الكѧѧم سѧѧنهتم فѧѧي هѧѧذا الجѧѧزء بدراسѧѧة          

  .والعلاقات الرياضية والفيزيائية بين هذه المؤثراتالمؤثرات وخواصها 
  

h�[א��:� �
يمكن تعريف المѧؤثر بأنѧه رمѧز يعنѧي طلѧب اجѧراء عمليѧة رياضѧية مѧا علѧي مѧا يلѧي هѧذا                            

عنѧѧي طلѧѧب اجѧѧراء التفاضѧѧل الجزئѧѧي للدالѧѧة التѧѧي تلѧѧي هѧѧذا المѧѧؤثر،    يx∂/∂فمѧѧثلاً المѧѧؤثر . الرمѧѧز

  . يعني طلب حساب قيمة دالة الجيب للزاوية التي تلي هذا المؤثرsinوآذلك المؤثر 

آيان رياضي يѧؤثر علѧي أي        هو   Âالمؤثر  : ويمكن تعريف المؤثر بطريقة أخري آالآتي     

 عنѧدما تѧؤثر     "تعبيѧر رياضѧي    " رياضѧية  عمليѧة  Âأي أن المѧؤثر     . دالة لتحويلهѧا إلѧي دالѧة أخѧري        

  :ويمكن آتابة هذا التعريف رياضياً آالآتي. u تحولها إلي دالة أخري gعلي الدالة 

)1    (                                                 A   
  

���א������א���48�f%��"��}Z`iא������:��]�Z��"h{�א�gא����Z{�א��	�{� �
 دالѧѧة متѧѧصلة وقيمتهѧѧا محѧѧدودة فѧѧي آѧѧل الفѧѧراغ المعѧѧرف، وآѧѧان تѧѧأثير     uإذا آانѧѧت الدالѧѧة 

  :، أي أنa  مضروبة في مقدار عددي ثابتu هو نفس الدالة u علي الدالة Âالمؤثر 
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uauÂ = )2           (                                         

 u  ،aللمѧؤثر، وسѧميت آѧل مѧن         " أو القيمѧة المميѧزة    " هذه المعادلة بمعادلة القيمة الملائمѧة        سميت

  . بالدالة الملائمة للمؤثر والقيمة الملائمة للمؤثر علي الترتيب

 تحقق العلاقѧة الѧسابقة ولكنهѧا ليѧست متѧصلة أو قيمتهѧا غيѧر محѧدودة         uلاحظ لو أن الدالة   

  .لا يمكن تسميتها بالدالة الملائمة للمؤثرعند أي نقطة في الفراغ المعرف، ف

)فمѧѧѧѧثلاً آѧѧѧѧل مѧѧѧѧن الѧѧѧѧدالتين  )xexpu −=1 ،( )xexpu =2

ua

 تحققѧѧѧѧان العلاقѧѧѧѧة الѧѧѧѧسابقة 

uÂ للمѧѧѧؤثر =22 dxd=Â1  دالѧѧѧة غيѧѧѧر u2، ولكѧѧѧن الدالѧѧѧة فѧѧѧي الحѧѧѧالتين a=  حيѧѧѧث

ѧѧدما  محѧѧدودة عنx  ةѧѧالا نهايѧѧي مѧѧؤل إلѧѧإن  .  تѧѧذلك فѧѧولu1   ؤثرѧѧة للمѧѧة ملائمѧѧي دالѧѧه Â اѧѧوقيمته ،

 ولذلك لاتستخدم  في نظرية    آمي  لاتصلح آدالة تصف سلوك جسم     u2، أما الدالة    1الملائمة هي   

    .Âالكم ولايمكن تسميتها بالدالة الملائمة للمؤثر 
  

h�[א���v�n:��� �
. Â بطيѧف المѧؤثر   Âتѧي يمكѧن الحѧصول عليهѧا مѧن المѧؤثر       تسمي جميع القيم الملائمѧة ال   

 متقطعة aوفيه تكون قيم " الغير مستمر"وهناك نوعان من طيف المؤثر، الأول الطيف المتقطع     

 متѧصلة أي أنهѧا تأخѧذ     aوفيѧه تكѧون قѧيم       " المѧستمر "والثѧاني هѧو الطيѧف المتѧصل         . وغير متصلة 

  .  قام العدديةجميع القيم المسموحة في مدي معين من مدي الأر
  

���א������א��n	}�"��:��]�h"�א���{�� �
 دالة متصلة وقيمتها محدودة في آل الفراغ المعرف، ولكنها ليست دالѧة             gإذا آانت الدالة    

 في تلك الحالة إذا أردنѧا إيجѧاد   ).2 (لاتحقق العلاقةو )1( تحقق العلاقة  أي انها Âملائمة للمؤثر   

والتѧي هѧي ليѧست     "gعلѧي دالѧة الحالѧة    " Âوالتي يمثلهѧا المѧؤثر    "Aقيمة قياس الكمية الفيزيائية  

فإننا نجري عمليات قياس آثيرة ثم نعين متوسط القيم التي حصلنا عليها من             " دالة ملائمة للمؤثر  

ويتم حساب ذلѧك رياضѧياً      . Â للمؤثر   Āآل عمليات القياس وتسمي تلك القيمة بالقيمة المتوسطة         

  :من العلاقة

)3           (                             
∫
∫

∗

∗

=
τ

τ

dgg

dgÂg
A   
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أي تحقѧق العلاقѧة    "Âللمѧؤثر  " مميѧزة " دالة ملائمѧة  gأنه لو أن  ) 3(ويلاحظ من العلاقة    

   :حيث a "المميزة" ستساوي القيمة الملائمة Ā فإن القيمة المتوسطة)" 2(

                                        a
dgg

dgga

dgg

dgÂg
A ===

∫
∫

∫
∫

∗

∗

∗

∗

τ

τ

τ

τ

( ) ψψ ÂCCÂ =

( ) .321321 .. ψÂ ψÂ ψÂ ...ψψψ  Â +++=+++

( )  A

   

   

�%���%����1א��מ��]�hא�a{א�lא����f��	א���:� �
1−��aאh�[����n�:Linear operators � �

يكѧون مѧؤثراً     Â مѧؤثر الو.  خطيѧة  يجѧب أن تكѧون    المؤثرات المستخدمة فѧي ميكانيكѧا الكѧم           

   :تين الآتيتين إذا استوفى العلاقاًخطي

                                                            

                            

  :ويمكن جمع العلاقتين السابقتين في العلاقة التالية.  مقدار ثابتCحيث 

)4              (       ˆC ψÂ   C ψCψC Â LL ++=++ 22112211 ψ  

أمѧѧѧا  .ات خطيѧѧѧةمѧѧѧؤثرهѧѧѧي  d/dx ، d2/dx2 ،"الإزاحѧѧѧة" xثابѧѧѧت،  = c اتمѧѧѧؤثروبѧѧѧذلك فѧѧѧإن ال

          .انغير خطيمؤثران  مافه lnالمؤثر و، رمؤثال
  

2−������h���aאh�[��Hermitian operator:� �
والمѧؤثرات  ". تخيليѧة "القيم الملائمة للمؤثرات الخطية إما أعѧداد حقيقيѧة أو أعѧداد مرآبѧة              

لأنه لايمكن أن يكѧون  "يات الفيزيائية الخطية التي ينتج عنها طيف مرآب لاتصلح لأن تمثل الكم 

يجѧب  المؤثرات المستخدمة في ميكانيكا الكم      ف لذلك ".ناتج قياس الكميات الفيزيائية آميات تخيلية     

  خطية ذات طيف حقيقي وتسمي تلك المؤثرات الخطية ذات الطيف الحقيقي بѧالمؤثرات     أن تكون 

  :ؤثراً هيرميتياً هو مÂويمكن إثبات أن شرط أن يكون المؤثر . هيرميتيةال

( ) ( )∫
∗

∫∗ =     d τ ψÂ  ψ d τd  ψÂ  ψ mnnm

nnn aÂ ψψ =

  )5                         (

 همѧѧا القيمتѧѧان الملائمتѧѧان  am ،anوأن  Âللمѧѧؤثر  دالتѧѧان ملائمتѧѧان ψm ،ψn وذلѧѧك بفѧѧرض أن  

  :لهما

) 6               (                                 
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mmm aÂ ψψ = ) 7                  (                            

∗ بأخѧذ   ثѧم إجѧراء التكامѧل علѧي آѧل الفѧراغ المعѧرف، و             mψمن اليѧسار فѧي      ) 6(بضرب العلاقة   و

  ثѧم إجѧراء التكامѧل علѧي آѧل الفѧراغ المعѧرف         ψn ثم ضربها من اليѧسار فѧي         )7(المرافق للعلاقة   

   :نحصل علي

)8    (                        ( ) τψψτψψ dadÂ nmnnm
∗∫ ∫∗ =

( ) τψψτψψ dadÂ mnmmn
∗∗

  

∗
∫ ∫=

( ) ( )

  )9      (                     

  :نحصل علي) 8(من ) 9(بطرح العلاقة و

( )10(              ) τψψτψψτψψ daadÂdÂ nmmnmnnm ∫∫∫ ∗∗∗∗ −=−

mm aa =

  

دائماً ) 10(لاقة  إن الطرف الأيمن للع   ف،  ∗ طيف حقيقي، أي أن      Âبما أن طيف المؤثر     

nm لأنѧѧѧه عنѧѧѧدما. مѧѧѧساوياً للѧѧѧصفر وعنѧѧѧدما .  ولكѧѧѧن    يكѧѧѧون= 1=∗ τψψ dnmnm aa =∗

n

∫
m≠   يكون nma a≠∗   0 ولكن=∫ ∗ τψ dnmψ . شرط أن يكون المؤثر     علي وبذلك نحصل

Â5(العلاقة "راً هيرميتياً  مؤث"(:   

( ) ( )∫
∗

∫∗ =     d τ ψÂ  ψ d τd  ψÂ  ψ mnnm

nnn aÂ ψψ =

( ) ∗∗

  )5                  (       

  .تكون علي آل الفراغ المعرف) 5(ويجب ملاحظة أن التكاملات في العلاقة 

�ho�%a��%�������h� א��aאh�[�1א�����:� �
��א*{�1�hoא��:� �

  .القيم الملائمة للمؤثر الهيرميتي قيم حقيقية

  : القيمة الملائمةan وأن Â  الهيرميتي  دالة ملائمة للمؤثرψnلك نفرض أن وللإثبات ذ

)11                                              (  

  ):11(بأخذ المرافق للعلاقة 
∗
= nnn aÂ ψψ  ) 12                                            (

 4
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∗من اليسار فѧي     ) 12(،  )11(العلاقة  وبضرب آل من    
nψ  ،ψn      لѧراء التكامѧم إجѧب ثѧي لترتيѧعل 

   :علي آل الفراغ المعرف نحصل علي

( ) nnnnnn adadÂ == ∗∫ ∫ )13                            (∗ τψψτψψ

( ) ∗∗∗∗
==

  

∫∫ nnnnnn adadÂ τψψτψψ  )14                           (

متѧѧساويين، ) 14(، )13(ي فيكѧѧون الطرفѧѧان الأيѧѧسران للعلاقتѧѧين   مѧѧؤثر هيرميتÂѧѧولأن المѧѧؤثر 

  :وبالتالي نحصل علي
∗                                                               = nn aa

nnn aÂ ψψ =

mmm aÂ ψψ =

  

  . عددا حقيقياanًوهذا لايتحقق إلا عندما تكون 

���א��%���hoא��:� �
  . مختلفتين هما دالتان متعامدتانملائمتينتي ولهما قيمتين أي دالتين ملائمتين للمؤثر الهيرمي

 am ،an وأن Â  الهيرميتѧѧي  دالتѧѧان ملائمتѧѧان للمѧѧؤثرψm ،ψnفѧѧرض أن نذلѧѧك لإثبѧѧات و

  :هما القيمتان الملائمتان لهما

) 15                                              (  

) 16                (                              

∗  ثم إجراء التكامل علѧي آѧل الفѧراغ المعѧرف نحѧصل              mψمن اليسار في    ) 15(وبضرب العلاقة   

   :علي

)17                            (( ) τψψτψψ dadÂ nmnnm
∗∫ ∫∗ =

( ) ( ) τψψτψψτψψ dadÂdÂ mnmmnnm
∗

  

  :يساوى) 17(ر للعلاقة  مؤثر هيرميتي، فإن الطرف الأيسÂولأن المؤثر 
∗∗ ∫∫∫ ==

( ) 0=−

  )18                  (

ومѧѧن .  عѧѧدد حقيقѧѧي amوالنظريѧѧة الѧѧسابقة والتѧѧي تѧѧنص علѧѧي أن   ) 16(ذلѧѧك باسѧѧتخدام العلاقѧѧة  و

  :جد أنن) 18(، )17(العلاقتين 
∗∫ )19         (                      τψψ daa nmmn

nm a≠nm

  

   :، فنحصل علي= عندما aوحيث أن 
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mn;dnm ≠=∫ ∗ 0τψψ

n,,,iaÂ ii L21=∀= ψψ

nm,in,m;dnm ≠∈≠∫ ∗ 0τψψ

11 ψψ aÂ =

22 ψψ aÂ =

2211

)20                               (  

   .Â للمؤثر الهيرميتي  ψm ،ψnوهذا هو شرط تعامد الدالتان الملائمتان  

���א��%���ho�1א����������"�,	���:"degeneracyא;��Z�y8{�א�� �
والتي تقابلنا فѧي بعѧض   " n-fold degenerateالتفسخ  "n من الرتبة لفي حالة الإنحلا  

 linearlyغيѧѧѧر معتمѧѧѧدة خطيѧѧѧة   "مختلفѧѧѧة  ψi دالѧѧѧة ذاتيѧѧѧة  nالأنظمѧѧѧة الكميѧѧѧة يكѧѧѧون هنѧѧѧاك    

independent "     لها نفس القيمة الذاتيةa   للمؤثر Â.             دوالѧك الѧون تلѧسابقة تكѧة الѧاً للنظريѧوطبق 

  :ي أنه في حالةأ.  غيرمتعامدةψIالذاتية المختلفة 

                                  

                          

  ".الدوال المنحلة لن تكون دوالاً متعامدة "ويمكن تلخيص تلك النتيجة في العبارة 

���א��%���hoא��:� �
تمثѧل  تѧي   وال Âللمѧؤثر    aة الذاتيѧة    مѧ ي والتѧي لهѧا نفѧس الق       ψiة  ملائمѧ الال  ودال مجموعة

 ويسمي الفراغ المتعلѧق بالقيمѧة الذاتيѧة    nتكون فراغاً جزئياً بعده ،  nحالة الإنحلال من الرتبة     

a .دالة ذاتية للمؤثرتمثل  ترآيبة خطية من تلك المجموعة وأي .  

   :وبفرض أن 2ولإثبات ذلك سوف ندرس حالة إنحلال من الرتبة 

                                                                            

                                                                           

  :وبفرض الترآيبة الخطية

ψ ψ ψ                                                          CC +=

2211 ψψψ CÂCÂÂ +=

22112211 ψψψψ aCaCÂCÂC +=+

   ( )2211

  

   : نحصل عليÂوبالتأثير عليها بالمؤثر 

                                                     

               =   

ψ CCa ψ=  +                                                  

                                                                           ψa=  
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   .Â دالة ذاتية للمؤثر ψأي أن الترآيبة الخطية 

y%��:� �
=dxdÂهل المؤثر

( )

   مؤثر هيرميتي أم غير هيرميتي؟

yא��:� �
آѧل علѧي حѧدى ، ثѧم نبحѧث هѧل الطѧرفين متѧساويين                 ) 5(لحل هذا المثال سنحسب طرفي العلاقة       

  . فيكون المؤثر هيرميتي أم غير متساويين فيكون المؤثر غير هيرميتي

   :نحسب الطرف الأيسر: أولاً

                          

∫∫∫
∞
∞

∗∞
∞

∗∞
∞

∗ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= -

2
12- 1- 21    dx

dx
dψdxψ

dx
dψ dx ψÂψ ψ

  

  :وتنص عليمستخدمين نظرية التكامل بالتجزيء والتي  نحسب الطرف الأيمن: ثانياً

duudu ∫∫ = v-vv

( )

                                           

                        dx
dx

ddxψ
dx
dψdx ψÂψ ∫∫∫

∞

∞−

∗∞

∞−

∗
∞

∞−

∗
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

21212  ψψ  

dx
dx

ddx
dx

d
∫∫
∞

∞−
∗∞

∞−
∗∞

∞−
∗ −=−= 2

1
2

112
ψ ψ                ψψψ ψ

012 =
∞

∞−
∗ψψ ةѧѧلأن الدال ψ     دودةѧѧون محѧѧب أن تكѧѧة فيجѧѧة حالѧѧد   " دالѧѧصفر عنѧѧؤول للѧѧأي ت

  : أنواضحو".  المالانهاية

                                                dx
dx

dψdx
dx

dψ ∫∫ ∗∗ −≠ 2
1

2
1

ψ ψ  

 مѧѧؤثر غيѧѧر =dxdÂأي أن الطѧѧرف الأيѧѧسر لايѧѧساوي الطѧѧرف الأيمѧѧن وبالتѧѧالي فѧѧإن المѧѧؤثر   

  . هيرميتي
  

y%��:� �
   مؤثر هيرميتي أم غير هيرميتي؟=dxdiÂهل المؤثر
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( )

yא��:� �
آѧل علѧي حѧدى ، ثѧم نبحѧث هѧل الطѧرفين متѧساويين                 ) 5(ل هذا المثال سنحسب طرفي العلاقة       لح

  . فيكون المؤثر هيرميتي أم غير متساويين فيكون المؤثر غير هيرميتي

   :نحسب الطرف الأيسر: أولاً

                 ∫∫∫
∞

∞
∗∞

∞
∗∞

∞
∗ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

-
2

12- 1- 21    dx
dx

dψidxψ
dx
diψ dx ψÂψ ψ  

  :ل بالتجزيء والتي وتنص عليمستخدمين نظرية التكام نحسب الطرف الأيمن: ثانياً

duudu ∫∫ = v-vv

( )

                                           

               dx
dx

didxψ
dx
diψdx ψÂψ ∫∫∫

∞

∞−

∗∞

∞−

∗
∞

∞−

∗
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

21212  ψψ  

dx
dx

didx
dx

dii ∫∫
∞

∞−
∗∞

∞−
∗∞

∞−
∗ =+−= 2

1
2

112
ψ ψ                ψψψ ψ

012 =−
∞

∞−
∗ψψi    لأن الدالة ψ           دودةѧون محѧب أن تكѧة فيجѧد    " دالة حالѧصفر عنѧؤول للѧأي ت

الطѧѧѧѧѧѧرف الأيѧѧѧѧѧѧسر يѧѧѧѧѧѧساوي الطѧѧѧѧѧѧرف الأيمѧѧѧѧѧѧن وبالتѧѧѧѧѧѧالي فѧѧѧѧѧѧإن   وواضѧѧѧѧѧѧح أن".  مالانهايѧѧѧѧѧѧةال

=dxdiÂالمؤثر

B̂

  .  مؤثر هيرميتي
  

���%h�[��fא�aא��א��−3�yf%א����jא}�Z}�:� �
الة  معاً علي نفس الد ،  عندما تدعو الحاجة إلي التأثير بمؤثرين          Âψ  وليѧفيجب أن ن 

.  فبѧصفة عامѧةً   .أهمية آبيرة إلي أي المѧؤثرين يѧؤثر أولاً وأيهمѧا يѧؤثر ثانيѧاً        

 ويكتѧѧب "commutator" تبѧѧادل العكѧѧوسأو " بمبادلѧѧة المѧѧؤثرين ويѧѧسمي المقѧѧدار

  :في الصورة المختصرة

ψψ ÂB̂B̂Â ≠

ÂB̂B̂Â −

ÂB̂B̂ÂB̂,Â −=]

0] =B̂,Â

                                           [  

 ترتيѧѧب تأثيرهمѧѧا بأنهمѧѧا مѧѧؤثران    لَبѧѧدِويѧѧسمي المѧѧؤثران اللѧѧذان يؤديѧѧان إلѧѧي نفѧѧس النتيجѧѧة إذا أُ     

   : وهما يحققا العلاقةمتبادلان،

                                                           [  
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0] ≠B̂,Â

Â,B̂

،  ترتيب تأثيرهما بأنهما مؤثران غيѧر متبѧادلان  أُبدِلَ أما المؤثران اللذان لايعطيا نفس النتيجة إذا      

   :وهما يحققا العلاقة

                                                           [  
  

1�����%��a%�ho��yf%א����jא}�Z�lא}�:� �
��א*{�1�hoא��:� �

ѧѧؤثران  لѧѧدينا المѧѧان لѧѧايرة    و آѧѧة المعѧѧة الكاملѧѧس المجموعѧѧا نفѧѧسواة" لهمѧѧالم "

 .فإن المؤثرين يكونان متبادلان nψ والمتعامدة من الدوال الذاتية

   :أي أن المطلوب إثبات أن

                                                           [  0] =B̂,Â

nnn aÂ ψψ =

nnn bB̂ ψψ =

B̂Â

nnnnnn baB̂aÂB̂ ψψψ ==

nnnnnn abÂbB̂Â ψψψ ==

0=− nn ÂB̂B̂Â ψψ

0] =B̂,Â

Â,B̂

n

  :عندما يكون

                                                         

                                                         

   : نحصل عليثانية في  وال في  من اليساربضرب المعادلة الأولي

                                 

                                  

  :وبطرح العلاقتين السابقتين نحصل علي

                                                 

   :أي أن

                                                           [  

���א��%���hoא��:� �
لهمѧѧا نفѧѧس المجموعѧѧة  وآانѧѧا متبѧѧادلين فѧѧإن المѧѧؤثرين   لѧѧو آѧѧان لѧѧدينا المѧѧؤثران  

 .ψذاتية والمتعامدة من الدوال ال" المسواة"الكاملة المعايرة 
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nnn aÂ ψψ =

B̂

nnn B̂aÂB̂ ψψ =

nn B̂ÂÂB̂ ψψ =

nnn B̂aB̂Â ψψ =

nB̂ψnψn

 لѧѧه مجموعѧѧة Âولإثبѧѧات ذلѧѧك نفѧѧرض أن المѧѧؤثر  . هѧѧذه النظريѧѧة عكѧѧس النظريѧѧة الѧѧسابقة   

   : أي أنψnالدوال الذاتية المتعامدة والمسواة 

                                                         

   : نحصل عليفي بضرب هذه المعادلة من اليسار 

                                                      

   :وبما أن المؤثرين متبادلين أي أن

                                                       

   :يفمن العلاقتين السابقتين نحصل عل

                                                      

،  وحيѧѧث أن an ولهѧѧا نفѧѧس القيمѧѧة الذاتيѧѧة Â دالѧѧة ذاتيѧѧة للمѧѧؤثر أي أن  B̂ψ ستاѧѧلي 

   :حالة أنحلال فلابد أن يكون

                                                 nnnn bB̂ ψψψ == constant

B̂

][] Â,B̂B̂,Â −=

0] =Â,Â

0][] =+ Â,B̂B̂,Â

][][] Ĉ,ÂB̂,ÂĈB̂,Â +=+

][][] Ĉ,B̂Ĉ,ÂĈ,B̂Â +=+

][][] Ĉ,ÂB̂ĈB̂,ÂĈB̂,Â +=

][][] Ĉ,B̂ÂB̂Ĉ,ÂĈ,B̂Â +=

212122112121 ][][] B̂B̂,ÂÂB̂,ÂÂB̂B̂B̂,ÂÂ +=

  .ψn له نفس مجموعة الدوال الذاتية المتعامدة والمسواة أي أن المؤثر 

yf%א����jא}�Z�lא}�:� �
   : منهااًهناك العديد من خواص أقواس التبادل سنذآر هنا بعض

                                                                   [  

                                                                                 [  

                                                               [  

                                              [  

                                              [  

                                           [  

                                           [  

          [  
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0][][] ][][][ =++ Â,Ĉ,B̂B̂,Â,ĈĈ,B̂,Â

][] 1 B̂,ÂBnB̂,Â nn −=

][] 1 B̂,ÂAnB̂,Â nn −=

              [   

                                                       [  

                                                       [  
  

�y%��:�� �
  :أثبت أن

                                           1    
d x
d x , −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

  

                                         1     , x  
d x
d  +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

�

  

yא��:� �
  :لإثبات ذلك نحسب قيمة

( ) ( )                      ( )∫∫∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ dxxfx

dx
ddxxf

dx
dxdxxf

dx
d,x  

  :ساوي قانون تفاضل حاصل ضرب دالتين ويمكن حسابه من في الطرف الأيمن يثانيالحد ال

( )                               ( ) ( )∫∫∫ += dxxfdxxf
dx
dxdxxfx

dx
d  

                                                       ( ) ( )∫∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∴ dxxfdxxf

dx
d,x  

  :أي أن

                                                                    1−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

dx
d,x  

  :وبالمثل

( ) ( )                      ( )∫∫∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ dxxf

dx
dxdxxfx

dx
ddxxfx,

dx
d  
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( ) ( )     ( )∫ ∫∫ −+= dxxf
dx
dxdxxfdxxf

dx
dx  

( )∫= dxxf                                                             

  :أي أن

                                                                     1+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ x,
dx
d

]xp̂ , x̂ 

�
xp̂

  

  

�y%��:�� �
  :احسب

                                          [  

yא��:� �
xi ويѧѧساوي x هѧѧو مѧѧؤثر آميѧѧة الحرآѧѧة فѧѧي اتجѧѧاه       ∂∂hx̂

[ ] ( )

 x هѧѧو مѧѧؤثر الإحѧѧداثي   ، −

  :ب قيمةاحسوب الآن والمطل. xويساوي 

                  ( ) ( )∫∫∫ ∂
∂
∂

+∂
∂
∂

−=∂ xxfx
x

ixxf
x

xixxfp̂,x̂ x hh  

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∂+∂
∂
∂

+∂
∂
∂

−= xxfixxf
x

xixxf
x

xi hhh

( )∫ ∂= xxfih

hip̂,x̂ x =]

hix̂,p̂x −=]
hiŷ,p̂ y −=]
hiẑ,p̂z −=]

  

                                                                    

  :أي أن

                                                                                 [  

   :وبالمثل يمكن اثبات أن

                                                                              [  

                                                                              [،  

                                                                              [،  
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 ]yx p̂ , p̂

�
xp̂

ومѧѧن هѧѧذا يتبѧѧين أن مѧѧؤثرات آميѧѧة الحرآѧѧة والإحѧѧداثيات هѧѧي مѧѧؤثرات غيѧѧر متبادلѧѧة، أي لايمكѧѧن 

  .قياسهما معاً في آن واحد
  

�y%��:�� �
  :احسب

                                        [  

yא��:� �
i ويساوي   x هو مؤثر آمية الحرآة في اتجاه         x∂− ∂hyp̂  هو مؤثر آمية الحرآة فѧي       ،  

yi ويساوي yاتجاه  ∂− ∂h

[ ] ( ) ( )

  : والمطلوب الآن حساب قيمة

                  ( )∫∫ ∂∂
∂

∂ ∂
∂

−=∂∂ yxy,xf
yx

iyxy,xfp̂,p̂ yx
2h

( )

  

             ( )∫ ∂∂
∂

∂ ∂
∂

−− yxy,xf
yx

i 2h

0

  

                                                                =  

  :أي أن

                                                                [  0 ] =yx p̂ , p̂

0 ] =zx p̂ , p̂

0 ] =zy p̂ , p̂

][][] Ĉ,ÂB̂ĈB̂,ÂĈB̂,Â +=

�

   :مكن اثبات أنوبالمثل ي

                                                                              [  

                                                                              [،  

مرآبѧات آميѧة الحرآѧة هѧي مѧؤثرات متبادلѧة، أي يمكѧن             ومن هذا يتبين أن المѧؤثرات التѧي تمثѧل           

  . في آن واحدة تامةقتحديد المرآبات الثلاثة لكمية الحرآة بد
  

�y%��:�� �
  :اثبت أن

                                         [  

yא��:� �
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ÂĈB̂ĈB̂ÂĈB̂,Â −=]
ĈÂB̂

ĈÂB̂ĈÂB̂ÂĈB̂ĈB̂ÂĈB̂,Â −+−=]

ÂĈB̂ĈÂB̂ĈÂB̂ĈB̂ÂĈB̂,Â −+−=]

                                                [  

  : إلي الطرف الأيمن نحصل علييإضافة وطرح المقدار

                      [   

  :وبإعادة ترتيب حدود الطرف الأيمن نحصل علي

                    [  

( ) ( )ÂĈĈÂB̂ĈÂB̂B̂Â −+−=

][][ Ĉ,ÂB̂ĈB̂,Â +=
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